Eesti koolinoorte LVII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA KOOLIVOOR

Tallinnas, 19. jaanuaril 2010. a.

XI klass

ÜLESANDED
1. Leia kuus järjestikust paarisarvu, mille ruutude summa on neljakohaline neljast ühesugusest numbrist koosnev arv.

2. Tõesta, et 
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3. Vektorite 
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 vaheline nurk on 
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. Leia kõik jagatise 
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 võimalikud väärtused.
4. Täisnurkses kolmnurgas ABC on kaatetid AC ja BC vastavalt pikkustega 4  ja 3. Olgu D kaateti AC keskpunkt. Leia kolmnurga ABD ümberringjoone raadius.

5. Tahvlile on kirjutatud ritta arvud 1, 2, 3, …, 2010. Igal sammul kustutatakse tahvlilt maha alles olevate arvude seast esimesel, kolmandal, viiendal jne kohal olev arv. Nii jätkatakse, kuni tahvlile jääb üksainus arv. Milline?
LAHENDUSED

1. Vastus: 22, 24, 26, 28, 30 ja 32 või -32, -30, -28, -26, -24 ja -22.
Lahendus. Olgu kuus järjestikust paarisarvu 2n - 4, 2n - 2, 2n, 2n + 2, 2n + 4 ja 2n + 6.  Nende summa on
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Vastavalt tekstile saame võrrandi
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Et 
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, siis peab 
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. Sellised numbrid on 4 ja 8. Kontrollime mõlemat võimalust.
Kui a = 4, siis
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Kui a = 8, siis
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millel täisarvulised lahendid puuduvad.
Otsitud kuus paarisarvu on kas 22, 24, 26, 28, 30 ja 32 või -32, -30, -28, -26, -24 ja -22.
2. Lahendus 1.
Eeldus: 
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Väide: 
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Tõestus: Vastavalt eeldusele 
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, millest järeldame, et ka 
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[image: image32.wmf](

)

(

)

2233

0

-×-³

abab

, 
millest

[image: image33.wmf]523325

0

--+³

aababb



[image: image34.wmf]553223

+³+

ababab



[image: image35.wmf](

)

5522

+³×+

ababab










m. o. t. t.
Lahendus 2.
Eeldus: 
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Tõestus: Vastavalt eeldusele 
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Liidame võrratuse mõlemale poolel liikme 
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Korrutame võrratuse mõlemat poolt positiivse teguriga 
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Lahendus 3.
Tõestus: Lähtevõrratus on teisendatav kujule 
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Astenda​jatele vastavad vektorid on (5; 0) ja (3; 2). Et 5 ( 3 ja 5 + 0 = 3 + 2, siis 
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3. Vastus: -7 ja 
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Lahendus 1. Arvutame vektorite 
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Et 
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, siis saame seose
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Pärast lihtsustamisi saame võrduse
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Kui a = 0, siis saadud võrduse põhjal ka b = 0, mis ei sobi, sest 
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 ning võrduse pooli võib jagada suurusega 
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Jagatise 
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 suhtes tekkis ruutvõrrand
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Lahendus 2. Kasutame asjaolu, et vektori korrutamisel arvuga korrutatakse ka selle vektori koordinaadid vastava arvuga. Sellisel juhul aga jagatis 
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 ei muutu. Niisiis, kui leida mingi vektori 
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, siis saame sama suhte mistahes samasuunalise vektori korral. Vektoriga 
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 on risti vektor 
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Sealjuures on vektorid 
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 võrdse pikkusega.

Et leida vektoriga 
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4. Vastus: 
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Teeme abistava joonise. Kolmnurga ABD ümberringjoone keskpunkti tähis​tame tähega O ja raadiuse tähega R.
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Lahendus 1. Et kolmnurk ABC on täis​nurkne, siis vastavalt Pythago​rase teo​reemile
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Et D on kaateti AC keskpunkti, siis
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Kolmnurgast ABD 
vastavalt siinusteoreemile:
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Lahendus 2. Nagu esimeses lahenduses leiame kõigepealt 
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. Kolmnurga ABD pindala on pool kolmnurga ABC pindalast, seega 
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Kolmnurga ABD ümberringjoone raadius 
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5. Vastus: 1024.
Lahendus. 

Peale esimest kustutamist on tahvlil alles kõik 2-ga jaguvad arvud.
Peale teist kustutamist on tahvlil alles kõik 4-ga jaguvad arvud.

Peale 3. kustutamist on tahvlil alles kõik 8-ga jaguvad arvud. 

Peale 4. kustutamist on tahvlil alles kõik 16-ga jaguvad arvud. 

Peale 5. kustutamist on tahvlil alles kõik 32-ga jaguvad arvud. 

Peale 6. kustutamist on tahvlil alles kõik 64-ga jaguvad arvud. 

Peale 7. kustutamist on tahvlil alles kõik 128-ga jaguvad arvud. 

Peale 8. kustutamist on tahvlil alles kõik 256-ga jaguvad arvud.
Peale 9. kustutamist on tahvlil alles kõik 512-ga jaguvad arvud. 

Peale 10. kustutamist on tahvlil alles kõik 1024-ga jaguvad arvud. 

Kuna arvude 1 kuni 2010 seas on ainult üks 1024-ga jaguv arv (1024), siis see arv jääbki viimsena tahvlile.

Viimase arvuna on tahvlil alles 1024.
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HINDAMINE
1. Paarisarvude valiku eest


 



1p

Lihtsustatud võrrandini jõudmise eest





1p

Neljaga jaguvuse kasutamise eest





2p

Lahenduse tehnilise lõpuleviimise ja eest 




3p

Märkus. Kui õpilane ei arva negatiivseid arve paarisarvude hulka, 
7p
siis anda õige lahenduse eest ikkagi 7p. Samuti sobivad kõikvõimalikud muud paarisarvude valikud: 2n – 4 asemel näiteks 2n. Kui õpilane ei kasuta 4-ga jaguvust ning uurib kõiki võimalusi 1111-st kuni 9999-ni, siis õige lahenduse puhul anda 7p.

2. Pandud tähele, et võrratus oleks vaja teisendada kujule, kus paremal poolel (või vasakul) on null ja vasakul poolel ilmselt positiivne suurus

3p

Tehnilise teostuse eest kokku






4p 

Märkus. Kui õpilane vahetab eelduse ja väite ära, siis karistada
 
7p
vähemalt 2 punktiga. Eelduse ja väite vahetamisel peab korrektsuse 

tagamiseks lisama, et lahenduse võib kirja panna ka tagurpidi või kasutama sõna samaväärne.

















3. Lahendus 1

Skalaarkorrutise kahe kuju eest





2p

Lihtsustatud kahe muutujaga võrrandi leidmise eest



2p

Jagatise leidmise eest







3p












7p 
Lahendus 2
Mõistmise eest, et mistahes samasuunaline vektor annab sama suhte
2p

Vektoriga  
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 ristuva vektori leidmise eest




2p

Kahe eelneva asjaolu kasutamise eest





3p











7p
4. Lahendus 1

Korrektse abijoonise eest






1p

AB pikkuse leidmise eest






1p

BD pikkuse leidmise eest






1p

Siinusteoreemi kasutamise eest





3p
Õige vastuse leidmise eest






1p
7p
Lahendus 2
AB pikkuse leidmise eest






1p

BD pikkuse leidmise eest






1p

Kolmnurga ABD pindala leidmise eest




3p
Ümberringjoone raadiuse leidmise eest




2p











7p
5. Peale esimest kustutamist on tahvlil alles kõik 2-ga jaguvad arvud.
1p

Peale teist kustutamist on tahvlil alles kõik 4-ga jaguvad arvud.

1p

Idee eest, et nii saab lõpuni arutleda





3p

Õige vastuseni jõudmise eest






2p

7p
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Mediaan jagab kolmnurga kaheks pindvõrdseks kolmnurgaks.
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Siinusteoreem: � EMBED Microsoft Equation 3.0 ���, kus 


(, ( ja ( on kolmnurga nurgad,  a, b ja c vasta�valt nurkade vastasküljed ning R ümberring�joone raadius.
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